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EL LEMA DEL CONJUNTO LIBRE Y DEFINIBILIDAD

JOSE ALFREDO AMOR MONTANO, MICHAEL HRUSAK Y DAVID MEZA ALCANTARA

ABSTRACT. Various definable versions of the Free Set Lemma are considered here.
We investigate when a function f: X — [X]“ defined on a Polish space X admits a
perfect free set. It is shown that a perfect free set exists whenever f is “reasonably”
definable. In particular, assuming the Axiom of Determinacy a perfect free set exists
for every such f.

RESUMEN. Varias versiones definibles del lema del conjunto libre estan consideradas
aqui. Investigamos cuando una funcién f: X — [X]® definida en un espacio polaco
X admite un conjunto libre perfecto. Demostramos que un conjunto libre perfecto
existe siempre que f es “razonablemente” definible. En particular, suponiendo el
Axioma de Determinacion existe un conjunto libre perfecto para cada tal f.

1. INTRODUCCION

Dado un conjunto Ay f: A — P(A) se dice que un subconjunto B de A es libre
respecto a f si para cualesquierax # y € B, x ¢ f(y).
Note que la definicion anterior es simétrica, es decir, B es libre respecto a f, si para

cualesquiecrax #y € B,x & f()yy ¢ f(x).

Teorema 1.1 (Lema del conjunto libre (FSL); Hajnal, 1961). Sean k un cardinal
infinito y A un cardinal menor que k. Sea A un conjunto de cardinalidadky f: A —
P(A) tal que para cada a € A, |f(a)] < A. Entonces A tiene un subconjunto B de
cardinalidad k que es libre respecto a f.

La formulacién original del lema del conjunto libre aparecié como una conjetura de
S. Ruziewicz en [5]. W. Sierpifiski y D. Lazar demostraron el lema en el caso A = ¥
y k de la forma 2* o de la forma X, ;. Después, S. Piccard demostr¢ el lema para
k regular o de cofinalidad numerable. G. Fodor lo demostr6 para « con cofinalidad
mayor que A. P. Erdos probd el lema en su version general, pero usando la hipétesis
generalizada del continuo. Finalmente, A. Hajnal en 1961 [2] demostrd la version
general en ZFC.

Esta es la version final del articulo. (This is the final form of the paper).
El segundo autor fue apoyado por los proyectos 46337 del CONACyT y 106705 del PAPIIT. El tercer
autor fue apoyado por la beca 180319 del CONACYyT.
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Una gréfica (orientada) sobre un conjunto dado A, se define como una familia de
parejas ordenadas en A X A. Si G es una gréfica sobre A, se dice que un conjunto
B C A es libre para G, si B>N'G C A, donde A es la relacién diagonal, es decir,
A = {(x, ¥) : x = y}. El lema del conjunto libre puede ser enunciado en el lenguaje
de la teoria de graficas de la siguiente manera:

Lema 1.2. Sean « un cardinal infinito y A < k. Si |A| = k y G es una grdfica sobre
A de modo tal que para cada a € A, |[{x € A : (a,x) € G}| < A entonces existe un
subconjunto B de A con |B| = k y libre para G.

En un sentido informal, la version gréfica del lema del conjunto libre sugiere que
las graficas que en cierto sentido son “pequefias” tienen conjuntos libres que en algin
sentido son “grandes”. Especificamente, en el enunciado antes expuesto, el sentido de
grande y pequerio es en ambos casos, la cardinalidad.

Motivados por el articulo de Chris Freiling [ 1], hemos estudiado el lema del conjunto
libre en el contexto de los espacios polacos y las funciones definibles, donde abundan
nociones de grande y pequefio, por ejemplo, pequefios son los conjuntos magros, los de
medida cero, los numerables; y grandes son los conjuntos no numerables, los perfectos,
o los densos de tipo Gs.

En el articulo de Freiling aparece el siguiente principio combinatorio, llamado Ay,:

(Vf: R — [RI¥)3xp, x2)(x2 & f(x1) Axy & f(x2)),

el cual es una consecuencia inmediata del lema del conjunto libre, suponiendo la
negacion de la hipétesis del continuo de Cantor (CH). De hecho, Ay, es equivalente
a —CH. Freiling afirma que este prinicipio es intuitivamente claro y su argumento
es el siguiente: Es intuitivamente claro que al lanzar un dardo sobre la recta real, es
improbable que éste caiga sobre un elemento de un conjunto numerable previamente
dado. Dados una funciéon f: R — [R]Xo y x1, x2 € R, puede identificarse a f(x;)
con el conjunto numerable dado, y x, con el dardo. Dado que no es posible precisar
el orden con que se dan el dardo y el conjunto numerable, se define el principio Ay,
de modo simétrico. Si bien, no es posible argumentar matematicamente la claridad
intuitiva de Ay, , tampoco es posible definir un contraejemplo a éste principio. Y esto
es justamente el motivo por el que estudiamos las variaciones del lema del conjunto
libre en el contexto de las funciones y los conjuntos definibles.

Para espacios polacos, el lema del conjunto libre en su version gréfica, tiene asociada
de manera natural la complejidad de una grafica, vista como subconjunto del producto
X x X (X espacio polaco). Siguiendo la idea gréfica de FSL, enunciamos los siguientes
principios:

1. Lema del conjunto libre para graficas magras (FSM).
Para cada A C R? magro existe un conjunto perfecto P C R libre para A.
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2. Lema del conjunto libre para graficas con secciones verticales contables
(FSCO).
Para cada A C R? Borel, si para todo x € R la familia {y € R : (x,y) € A}
es contable entonces existe un conjunto perfecto P C R libre para A.

En cambio, la version original de FSL requiere encontrar una topologia adecuada
para la familia de subconjuntos de X. Al menos para la familia de subconjuntos nu-
merables de X se puede utilizar a X“ (con la topologia producto) para simular a los
subconjuntos numerables de X. Sea f: X — X“ Decimos que B C X es libre para f
si para cualesquiera x, y € B, x ¢ ran(f(y)) Ay ¢ ran(f(x)). Simulando la versién
original del lema del conjunto libre, enunciamos:

3. Lema del conjunto libre Borel (FSB).
Para cada funcién f: R — R® Borel, existe un conjunto perfecto P libre
respecto a f.

Otros trabajos que se han publicado con temas relacionados son el articulo de M.
Laczkovich [4], en el que se muestran resultados del tipo grafico respecto a conjuntos
medibles; y el articulo de O. Spinas [6], en el que trabaja con versiones de FSL respecto
a subconjuntos o-compactos de un espacio polaco.

2.  EL LEMA DEL CONJUNTO LIBRE PARA GRAFICAS MAGRAS (FSM)

El lema del conjunto libre para graficas magras es una formulaciéon de un caso
particular del teorema de Mycielski y Kuratowski, que se puede consultar en [3].
Demostraremos FSM en una versiéon un poco mas general que la planteada en la
seccién anterior.

Teorema 2.1 (FSM). Sea X un espacio polaco perfecto. Para cada A subconjunto
magro de X2, existe un subconjunto perfecto P de X tal que P> N A C A.

Demostracion. Sea {F, : n € w} una familia numerable creciente de subconjun-

tos cerrados nunca densos de X2, tal que A C | F,,. Se construye una familia

{I : s € 2<*} de modo que:

(a) Ip=X

(b) Sin > 0ys € 2" entonces I es una bola cerrada con didmetro menor que

(c) Sis, t€2<?ys Crentonces I; C I,.

(d) Sis € 2<? entonces Iy N I~ = 0.

(e) Sis,t€2"ys#tentonces (Iy X I)NF, =0 = (I, x I) N F,.
Mostraremos en primer lugar que es posible hacer tal construccion. Supongamos que

paratodas € 2", labola I, ha sido construida. Si {s; : kK < 2"} es una enumeracién del

conjunto 2", entonces definimos las bolas cerradas ajenas I, e I,~ por refinamientos

sucesivos, de modo tal que

ncw

1

ne
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(1) diam(Zy) y diam(/~) son menores que %H

(2) Isf() X ]xfl N Fn = @ = Isfl X ]xf(] N Fn

(3) Sil<kybb' €2entonces I~ X iy N Fy = Ly X Ly N F, = 0.

Siempre es posible encontrar tales I,y e I~ puesto que F, es nunca denso, y
siempre es posible reducir a las bolas I e I~ con ! < k de modo tal que los
productos Iy, X Iy y Ly X Iy eviten a F,.

Ahora bien, si P = (1,.,U{I; : s € 2"}, entonces P es perfecto. Ademds, si
x # yy(x,y) € P? entonces existenn € oy s #t € 2" talesque x € I, y € I,y
I; x I, N F,, = (). Pero més atin, paratodam > nsis’, ¢’ € o™, son extensiones de s y
t respectivamente, con x € Iy y y € I/, entonces Iy x I, N F,, = (). Esto demuestra
que para todo n € w, (x, y) & F,, lo cual implica que P> N A C A. 0

Elsiguiente teorema es un resultado andlogo al anterior, pero para gréaficas de medida
cero. Es una sencilla consecuencia del siguiente lema que aparece como teorema 3 en
[4]. Denotaremos por A a la medida de Lebesgue en R; si H C R? y x € R entonces
H, denota al conjunto {y € R : (x,y) € H}; ysi A C R, entonces d(A, x) es la
densidad inferior de A en x, definida por
AMAN(x —h,x+ h))

2h ’

Lema 2.2 (Laczkovich, 2002). Si H C R? es medible y

/\({xede(HX,x)> ;}) >0

entonces existe un conjunto perfecto P tal que P> C H U A.

d(A, x) = hhni%]gf

Teorema 2.3. Si A C R? tiene medida cero entonces existe P C R perfecto y libre
para A.

Demostracion. Si A(A) = 0 entonces para cada x € R, d((R*\ A),, x) = 1, de modo
que existe un perfecto P tal que P? C (R?\ A) U A, el cual cumple lo requerido. [

El siguiente resultado se sigue inmediatamente del anterior y del teorema de Fubini.

Corolario 2.4. Si A C R? es Lebesgue medible y tal que para cada x € R, A, tiene
medida cero, entonces existe P C R perfecto y libre para A.

3. LEMA DEL CONJUNTO LIBRE PARA GRAFICAS CON SECCIONES VERTICALES
CONTABLES (FSC)

El siguiente teorema, que aparece en [3], serd utilizado para demostrar FSC. De-
notaremos con M(R) al ideal de subconjuntos magros de R y por M(R?) al ideal de
subconjuntos magros de R?.
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La familia M(R) ® M(R) queda definida por:
Ae MR)@ MR)siysolosi {reR: A, ¢ MR)} € MR)
para A C R2.
Teorema 3.1 (Kuratowski, Ulam). Si A C R? es Borel, entonces
A € M@R) @ M(R) siy sélo si A € M(R?)

Dos consecuencias inmediatas del teorema de Kuratowski-Ulam y de FSM son los
siguientes corolarios.

Corolario 3.2. Si A C R? es Borel y para cada x € R el conjunto A, es magro,
entonces existe un conjunto perfecto P C R tal que P> N A C A.

Corolario 3.3 (FSC). Si A C R? es Borel y para todo x € R la familia {y € R :
(x, y) € A} es contable entonces existe un conjunto perfecto P C Rtal que P> NA C A.

4. LEMA DEL CONJUNTO LIBRE BOREL (FSB)
Empezaremos por demostrar FSB para funciones continuas.

Teorema 4.1. Sea X un espacio polaco perfecto. Para cada funcion continua f: X —
X®, existe un conjunto perfecto P C X tal que para cualesquiera p #+ q € P,

p ¢ ran(f(q)y q & ran(f(p)).

Demostracion. Sea f: X — X® continua. Sea A = {(x, y) : y € ran(f(x))}. Defi-
niendo, para cada n € w, una funcién f,: X — X dada por

Ja(¥) = f(x)(n)

tenemos que para cada n € w, f, es continua. En consecuencia, la grafica de f; es
un subespacio cerrado de X2, que por cierto es nunca densoy A = Unco &raf(fo).
De este modo, por FSM (teorema 2.1) existe un conjunto perfecto P C X tal que
P2 N A C A. Esto significa que si p # g € P entonces (p, g) y (g, p) no pertenecen a
A, es decir, g ¢ ran(f(p))y p ¢ ran(f(q)). O

Para todo espacio polaco X, definamos la clase
Cx = {f € (X*)* : 3P C X perfecto tal que f | P es continua} .
Observacion 4.2. Para cada f € Cx existe un perfecto P C X tal que para cuales-
quiera p #q € P, p ¢ ran(f(q)) y q ¢ ran(f(p)).

Esta observacion queda demostrada por la aplicacion del teorema 4.1 a la restriccion
donde f es continua.
El siguiente lema es un resultado bien conocido.
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Lema 4.3. Sean K, K, espacios métricos, y f una funcion de K, en K. Si la grdfica
de f (como subespacio de K| x K,) es compacta entonces f es continua.

Una consecuencia del lema anterior y de la observacion previa a éste, es el siguiente
resultado.

Teorema 4.4. Sean X un espacio polacoy f: X — X®. Si la grdfica de f contiene
un conjunto perfecto, entonces existe un subconjunto perfecto P de X tal que para

cualesquiera p # q € P, p & ran(f(q))y q & ran(f(p)).

Demostracion. Sea P’ subconjunto perfecto compacto de la gréifica de f. Sea P la
proyeccion de P’ sobre X. La graficade f | P es P/, que es un conjunto compacto.
Por el lema 4.3, f es continua, de modo que f € Cy, y en consecuencia, existe el
perfecto P buscado. U

En este sentido, observe que las demostraciones aqui expuestas hacen uso (a lo mas)
del axioma de eleccion numerable, el cual es consecuencia del axioma de elecciones
dependientes. Asi pues, bajo el axioma de determinacion (AD), tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.5 (AD). Sea X un espacio polaco

1. Si f: X — X entonces existe P C X perfecto y libre respecto a f.
2. 8i f: X — [X]® entonces existe P C X perfecto y libre respecto a f.

Demostracion. (1) En efecto, bajo AD, la grafica de f tiene la propiedad del conjunto
perfecto, es decir, contiene un conjunto perfecto P’, y en consecuencia existe un
perfecto P C X libre respecto a f.

(2) Definamos A = {(x, ¥) : y € f(x)}, el cual tiene secciones verticales contables.
Por FSC (3.3), existe un subconjunto perfecto P de X tal que P> N A C A. De este
modo, para cualesquiera p # g € P, p ¢ f(q). O

Ahora bien, generalizaremos el teorema 4.1 hasta las funciones Lebesgue-medibles,
haciendo uso del siguiente teorema, que aparece en [3].

Teorema 4.6 (Teorema de Lusin sobre funciones medibles). Si g: R — R® es
Lebesgue-medible y € > 0 entonces existe una funcion continua h: R — R tal

que w({x : h(x) # g(0)}) < e.

Corolario 4.7. Para cada funcion f: R — R® Lebesgue-medible, existe un conjunto
perfecto P C R libre respecto a f. En particular, lo mismo vale si f es Borel-medible.

Demostracion. Sean g: R — R continuay F C R cerrado de medida positiva tal
que f | F = g | F. F esincontable, y en consecuencia, contiene un conjunto perfecto
C, lo cual prueba que f € Cg. 0



EL LEMA DEL CONJUNTO LIBRE Y DEFINIBILIDAD 9

5. CONCLUSIONES

Como se puede apreciar en las demostraciones de los principios FSM, FSB y FSC,
las versiones efectivas de el lema del conjunto libre nunca hacen uso de la hipdtesis
del continuo o de su negacién. Esto muestra que el argumento de Freiling contra la
hipétesis del continuo estd basada en la aplicacion de las “leyes” de la probabilidad
fuera de contexto. Esto es, hace una analogia de los procesos fisicos y probabilisticos
con funciones que podrian estar muy lejos de representar fendmenos de esta naturaleza.
Es decir, razona con argumentos probabilisticos sobre funciones que podrian ni siquiera
ser Borel o Lebesgue-medibles. Especificamente, un contraejemplo al principio Ay,
deberia estar dado por una funcion cuya existencia es consecuencia de la hip6tesis del
continuo. Pero ademds una funcién con tal cualidad, no se encuentra en las clases de
funciones con un minimo de definibilidad, lo cual es mostrado por nuestros principios.
Asi que Ay, es verdadero en las funciones definibles, pero generalizar esto es abusar
de las nociones probabilisticas elementales.
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